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Travaux dirigés : Applications linéaires (Correction)
— Série 1T -

CORRECTION (EXERCICE 1)

1. Pour tout u = (x1,%1) et v = (x2,%2) € R?, on a :

pi(u+v) = pi(r1+22,y1 + y2)
= (B(z1+m2) + (11 +92), (x1 +22) — (y1 +y2))
= (321 +y1 + 322+ Y2, 71 — Y1 + T2 — Y2)
= Bz 4y, 21 —y1) + (Bz2 + Y2, 22 — y2)
= pi(u) +p1(v)
Pour tout u = (7,y) ER? et A€ R, on a :
p1(Au) = pi1(Az, \y)
= (B\z+ Ay, Az — \y)
= AN3Bz+y,z—y)
= Ap1(uw)
Donc p; est une application linéaire

2. po est une application linéaire si Vu,v € R? et VA€ R, on a :
p2(u+v) =pa(u) + pa(v) et pa(Au) = Apa(u)
Or pour u = (3,3) et v=(1,1), on a:
p2(u) = pa(3,3) =3*+3*=18

p2(v) p(l,1)=124+12=2
pp(u+v) = p(4,4) =4>+4% =32

On obtient
p2(u) + p2(v) = p2(3,3) +p2(1,1) = 18 + 2 = 20 # pa(u +v) = p2(4,4) = 32

Par conséquent pa n’est une application linéaire.

Remarque : py nest pas linéaire car x> + y? n'est pas sous forme de ax + by

3. Pour tout u = (x1,y1,21) et v = (72,72, 22) € R3 on a:

p3(u+wv) = p3(w1+x2,91 + Y2, 21 + 22)
= ((z14+x2) + (Y1 + y2), (x1 + 22) — (21 + 22), (z1 + x2) + (Y1 + y2) + (21 + 22))
= (z14+y1+x2+y2,x1 — 21 + 22— 22,21 + Y1 + 21 + T2 + Y2 + 22)
= (mi+y,21— 2,21+ +21) + (T2 + Y2, 22 — 22,22 + Y2 + 22)
= p3(u) +p3(v)
Pour tout u = (z,y,2) ER3 et A€ R, on a:
ps(Au) = ps3(Ax, Ay, Az)
= (Az+ Ay, Az — Az, Az + Ay + Az)
= Me+y,z—z,2+y+2)
= Aps(u)

Donc p3 est une application linéaire



4. L’application py n’est pas une application linéaire car pour u = (1,1) et v = (2,2), on a :

p4(u) = p4(1’1) = (2’171)
p4(v) = p4(2’ 2) = (4’ 2, 4)
p4(u+v) = p4(373) = (67379)

Donc

p4(u) +p4(?}) = (27 1, 1) + (4a2a4> = (67375) 7ép4(u—|—v) = (6a3’9)

Par conséquent p4 n’est pas linéaire.

Remarque : py n’est pas linéaire car la composante xy n’est pas sous forme de ax + by

| CORRECTION (EXERCICE 2) |

1. (a) Le noyau de p :

Vu = (z,y) € ker(p) p(z,y) = (0,0)

z—2y = 0
dr—8y = 0
T =2y
u=(2y,y) = y(2,1)

{M2,1)|A € R},
)}

te ¢ T

Ce qui implique que ker(p) = Vect{(2,1)}
donc p n’est pas injective car ker(p) # {(0

=]

(b) Une application p est surjective si V(a,b) € R?, 3(z,y) € R? tel que (a,b) = p(z,y).
Pour (a,b) = (1,0), cherchons (z,y) tel que p(x,y) = (1,0)

p(z,y) = (1,0) & (z—2y,4z —8y) = (1,0)

r—2y = 1

< {4m—8y =

o {x—2y =1
T—2y =

& 0 = Impossible
r = 2y P

Donc p n’est pas surjective.
2. (a) On a ker(p) = Vect{(2,1)}, le vecteur (2,1) est non nul donc c’est une base du ker(p).

(b)Rappel : Soient E et F deux espaces vectoriels et p est une application linéaire de E vers F.

Im(p) est un sous espace vectoriel de F engendré par l'image d’une base quelconque de E.

On considére By = {e1, e2} la base canonique de R? avec e; = (1,0) et ez = (0,1) (on a E = R?).

p(el) = (17 4)
ple2) = (-2,-8)
Im(p) = Vect{p(e1),p(e2)} = Vect{(1,4); (-2, —8)}.

D’autre part p(ez) = —2p(eq), ces deux vecteurs sont liés, et p(ep) est non nul.
Donc Im(p) = Vect{(1,4)} = {\(1,4)|X € R} et {(1,4)} est une base de Im(p).



| CORRECTION (EXERCICE 3)|
1. (a) Déterminons le noyau de p; :
(z,y) € ker(p1) < pi(z,y) = (0,0)
& (Bz+y,x—y)=(0,0)

3x+y = 0
r—y = 0

4:
- {v
r =Yy

&S z=y=0

54

On en déduit que ker(p1) = {(0,0)}, et donc p; est injective.

b) Méthode 1 : Quels sont les éléments (a, b) € R? qu’on peut écrire sous forme (a, b) = p1(x, y) ?
Yy

(3$+ya$_y):(aab)
3xr+y = a
r—y = b

pi(z,y) = (a,b) <
<~

¢

— =
w
s
+
<
|
s

&
|
<
Il
o

Pour tout (a,b) € R?, il existe un antécédent (z,y) = (42, %52) € R? tel que (a,b) = pi(z, y).
Donc Im(p1) = R2. Ainsi p; est surjective.

Meéthode 2 : Soit By = {e1,e2}, la base canonique de I’ensemble de départ R2, avec e; = (1,0)
et ea = (0,1). L’image de la base {pi(e1),p2(e2)} est une famille génératrice de Im(p;). On a :

pi(er) = p2(1,0) =(3,1)
pi(e2) = pa(e2) =(1,1)
Soient A1, A2 € R tels que A\ipi(e1) + Aopi(e2) = 03

Aipa(er) + Aapa(e2) =02 & A(3,1) + A2(1,1) = (0,0)
& (3/\1 + Ao, A1 + /\2) = (O, 0, 0)
{ 3\Mi+X = 0
A1+ Ao =0

S A=X=0

Alors le systéme {p2(e1),pa(e2)} est libre et par conséquent c’est une base de I'm(ps).
Donc

Im(pQ) - VeCt{pQ(el)ap2(62)} - VeCt{(37 1), (17 1)} = {)‘(3’ 1) + :U'(l? 1)‘)‘a IS R}

On a I'm(p2) = R?, donc po est surjective.
(¢) On a alors p; est injective et surjective, donc py est bijective.

2. (a) Déterminons le noyau de py :

(:L'vy) S k‘eT(pQ) ~ p2($7y) = (O> 070)
< (y,x—5y,x+y)=1(0,0,0)

Y =0
& r—oy = 0
z+y = 0



On en déduit que ker(p2) = {(0,0)}, et que py est injective.

(b) Soit By = {e1,e2}, la base canonique de I’ensemble de départ R2?, avec e; = (1,0) et
ez = (0,1). L’image de la base {pa2(e1),p2(e2)} est une famille génératrice de I'm(pz2). On a :

p2(e1) = p2(1,0) =(0,1,1)
p2(e2) = pale2) =(1,-5,1)

Soient A1, A2 € R tels que A\ip2(e1) + Aopa(e2) = 03

)\1])2(61) + Aopa(e2) =03 < A1(0,1,1) 4+ Ao(1,—5,1) = (0,0,0)
And (A27 )\1 - 5)\27 )\1 + )\2) = (0? 07 O)

A9 =0
<~ )\1 —5X = 0
A+ Ao =0

<~ )\22)\1:0

Alors le systéme {p2(e1),p2(e2)} est libre et par conséquent c’est une base de I'm(pz).
Donc

Im(p2) = Vect{pa(e1),p2(e2)} = Vect{(0,1,1),(1,-5,1)} = {0, 1,1) + u(1, =5, )|\, p € R}

On a dim Im(ps) = 2 < dim R3 = 3, donc py n’est pas surjective.
(c)L’application py n’est pas surjective donc elle n’est pas bijective.

. (a) Déterminons le noyau de ps3

u=(z,y,2) € ker(p2) < p3(z,y,2) = (0,0,0)
& (2r+2y— 222 +y,y—2) =(0,0,0)

20 +2y—z = 0 (L)
& 204y = 0 (L9
y—=z = 0 (L3)
x = -5 (L)
N z = y (L3)
—y+2y-y = 0 (L)
v = -4
& z =y
0 =0

Y 1
= U= ($)y7 Z) = (‘5;% y) = y(_§7 ]-7 1)

1 1
& u=(z,y,2) € Vect(—i, 1,1) = {)\(—5, 1,1) | A e R}
On en déduit que Ker(ps) = Vect(—%, 1,1), et que p3 n’est pas injective.

b) Méthode 1 : Soit B3 = {ey,es,e3}, la base canonique de l’ensemble de départ R3, avec
e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1). L'image de B3 par p3 est {ps(e1),p3(e2),p3(es)} est
famille génératrice de Im(p3). On a :

p3(61) = p3(17070) = (27270)

p3(62) p3(07170) = (27171)
p3(€3) = p3(07 170) = (_1707_1)



Etudions la dépendance de la famille {ps(e1), p3(e2),p3(e3)}. Soient A1, Ao, A3 € R tels que
A1p3(e1) + Aaps(e2) + Asps(es) = 03

A1pa(e1) + Aapa(e2) + Aspa(es) =03 < A1(2,2,0) + A2(2,1,1) + A3(—1,0,-1) = (0,0,0)
= (2)\1 4+ 2X9 — A3,2A1 + A9, Ao — /\3) = (0, 0, 0)
2M1 +2X— X3 = 0

= 2X1 + Ag =0
Ao — A3 =0
2Mi +2X— X3 = 0
= A1 = —%)\2
A3 = X
0 =0
= A = —%)\2
A3 = A

Donc la famille {ps(e1), ps(e2),ps3(es)} est lié, on élimine p3(ez) et étudions la dépendance de
{ps(e1),p3(e2)}. Soient A1, A2 € R tels que Aipa(er) + Aaps(e2) = 03

A1pa(e1) + Aapa(e2) =03 < Ai(2,2,0) + X2(2,1,1) = (0,0,0)
S (201 + 202,201 + A2, A2) = (0,0,0)
2201 +2X\ = 0

& 2M1 4+ Ag =0
A9 = 0
- A =0
A = 0

Ce qui implique que {ps(e1),ps(e2)} est libre est par conséquent c’est une base de I'm(ps) et
Im(ps) = Vect{(2,2,0);(2,1,1)} = {A(2,2,0) + u(2,1,1)|\, u € R}

D’autre part dimIm(ps) = 2 < dim R® = 3, donc p3 n’est pas surjective.

Méthode 2 : On a Ker(ps) = Vect(—1,1,1) donc dimKer(ps) = 1. D’apreés la formule du rang,
on a
dim Ker(ps) + dim Im(p3) = dim R> = 3, = dim Im(p3) =3 —1 =2

On va chercher une base de Im(ps). Il suffit donc de trouver deux vecteurs de Im(ps) qui
sont linéairement indépendants. Prenons par exemple u; = p3(1,0,0) = (2,2,0) € Im(ps) et
ug = p3(0,1,0) = (2,1,1) € Im(ps3).

Par construction ces vecteurs sont dans l'image de p3 et ils sont linéairement indépendants.
Donc uq, us est une base de I'm p3 et

Im(ps) = Vect{(2,2,0): (2,1, 1)} = {A(2,2,0) + u(2,1, )|\, u € R}

D’autre part dimIm(p3) < dim R3, donc p3 n’est pas surjective.

Remarque : Im(ps3) n'admet pas qu’une seule base mais une infinité de bases. Donc on aurait pu
prendre la famille libre {p3(1,0,0),p3(0,0,1)} = {(2,2,0);(—=1,0,—1)} comme base de I'm(ps)
ou encore {p3(0,1,0),p3(0,0,1)} ={(2,1,1);(—1,0,—-1)}

(c¢) L’application ps n’est pas surjective donc elle n’est pas ps n’est pas bijective.



| CORRECTION (EXERCICE 4) |

1. (a) Le noyau de p :

u=(z,y,2) € ker(p) < p(z,y,z)=(0,0,0)
& (—x+2y+2z,—x+2z,—x+2y+2z)=(0,0,0)

—r+2y+2z = 0 (L)
& —z+z = 0 (L9
—r+2y+2z = 0 (L3)
0 (Ly=Ls)
= z

o { —x+2y+2z =

SIS
|
|
[\OIEN]

Alors u = (z,—3,2) = —5(2,-1,2)
Donc ker(p) = Vect{(2,—1,2)}{\(2,—1,2)|A € R} et {(2,—1,2)} est une base de ker(p).

(b) D’aprés le théoréme du rang,

dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(R?® < dim(Im(p)) = dim(R® — dim(ker(p)) =3 —1=2

p(el) = p(l,0,0) = (_17—1a_1)
p(€2) = p(O,l,O) = (270’2)

DimIm(p) = 2 et les deux vecteurs p(e1) et p(ez) ne sont pas proportionnels, donc ils sont
libres et par conséquent {p(e1),p(e2)} est une base de Im(p).

2. Daprés 1) on a {u} = {(2,—1,2)} est une base de ker(p) et {p(e1),p(ey} est une base de Im(p).
Si {u,p(e1),p(ea)} est une base de R?, alors on a ker(p) ® Im(p) = R3.
Soient a, 8,7 € R tel que

ou + Bp(el) + ’)/p(€2) = 03 <~ 04(2, _1>2> + B(_la _17 _1) +7(27072) = (07070)
& (2a—B+2vy,—a—F,2a—F+2v) =(0,0,0)
20—-6+2y = 0

& —a—pf =0
20 —-6+2y = 0
=36+2y = 0

& a=-—p =0
—-36+2y = 0

3
Y= gﬂ
N

Ce qui implique que la famille {u, p(e1),p(e2)} est liée et la relation qui relie entre ses vecteurs est
3 3
pour S quelconque :  — fu+ fp(er) + 5 Bp(e2) = 03 & —u +pler) + gp(e2) = 03

Donc la famille {u, p(e1),p(e2)} n’est pas une base de R3 et par conséquent

ker(p) ® Im(p) # R
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Travaux dirigés : Calcul Matriciel (Correction)

~ Série T —
CORRECTION (EXERCICE 1)
1. Calculons 7B + 5C et 6B — 4C' :
7 3 9 2
TB+5C = 7| =5 4 | +5[ 1 —6
6 1 4 0

49 21 45 10
= | =35 28 |+ 5 —30
2 7 20 0
94 31
= | =30 -2
62 7
7 3 9 2
6B—4C = 6| -5 4 | -4 1 —6
6 1 40
42 18 36 8
= [ =30 24 | -| 4 -2
36 6 16 0
6 10
= | —34 48
20 6

7T 3
pa = (5 )(03)
6 1
—-14 34
= —33 —12
-1 26
9 2
ca - (1 5)( )
4 0
-5 40
= 43 -8
4 16
3 2 4 7T 3
D.B = 1 -6 3 -5 4
8 1 5 6 1
35 21
= 95 —18




3 2 4 9 2
D.C = 1 -6 3 1 —6
8 1 5 0
45 —6
= 15 38
93 10
CORRECTION (EXERCICE 2)|
a b 0
1. La matrice A= | —3 0 c¢ | est triangulaire inférieure si et seulement si Vi < j, a;; =0,
d 2 e

c’est-a-dire les éléments en dessus de la diagonale sont nuls.
Donc b =0 et ¢ =0 et les valeurs a, d et e peuvent prendre n’importe quelle valeur.

2. La matrice A est symétrique si et seulement si 'A = A, c’est-a-dire a;; = aj; Vi, j.

A=A
a —3 d a b 0
& b 0 2 | =] -3 0 ¢
0 c e d 2 e
& b=-3,c=2,d=0.
Donc A est symétrique si b = —3, ¢ = 2 et d = 0. Les constantes a et e peuvent prendre
n’importe quelle valeur.
3. La matrice A est antisymétrique si et seulement si ‘A = —A, c’est-a-dire aj; = —a;j Vi, j,
tA=—-A
a 3 d
& b 2
0 e
& a = —a, b—S,d 0, c=-2,e=—e.
< a=0,b=3,d =-2,e=0

Donc A est antisymétrique sia =0, b=3, d=0, c= -2, e =0.

CORRECTION (EXERCICE 3)|

1. — Calculons le déterminant de A
\A[:‘g i‘:3x4—5x2:12—10:27é0

Donc A est inversible.
— Qalculons le déterminant de B

11

2
2 1 1 2 1 2
B = |1 2 1 :1‘ ‘—1‘ ’+2’ ‘
2 1 1 11 11 2 1
= 1Ix1-1x(-1)+2x(=3)=-4#0

Donc B est inversible.
— Qalculons le déterminant C'

1 -2 3
~4 5 -2 3 -2 3

o = [ s e 2 2] 2 2
%o 8 9 8 9 45

= 1x4-5x64+7x2=-12#0

Donc C est inversible.



— Qalculons le déterminant D

1 5 -4
—4 5 5 —4 5 —4
P e I IR
6 1 1 1 1 1 1 4 5
= 1x(-9)—-5x94+6x9=0
Donc D n’est pas inversible car |D| = 0.
2. — Calculons la matrice inverse A
1 1°
A7 = — com(A)
|A|
1t 4 -5
2\ -2 3
_ (4 -
2\ -5 3
— (Qalculons la matrice inverse B
1 1!
B = — com(B)
| B
2 1 11 1 2
1 1 2 1 2 1
IR A
I 1 1 21 21
12| |12 11
2 1 1 1 1 2
1 1 -3
t
B -3 1 1
1 1 -3
= % 1 -3 1
N -3 1 1
— (Qalculons la matrice inverse C
1 t
|IC| = — com(C)
|C|
—4 5 |55 5 —4
-8 9 79 7 -8
B 1t -2 3 n 1 3 1 =2
o —12 -8 9 79 -8
-2 3| |13 1 -2
—4 5 5 5 —4
Lo 4 -0 12
- 2 10 6
1 4 -6 2
= 13 -10 —-12 10
N -12 -6 6

— La matrice D n’est pas inversible, donc on ne peut pas calculer s matrice inverse.



CORRECTION (EXERCICE 4)|

1. Méthode d’inversion :
— Calculons la solution du systéme (S1) a I’aide de la méthode d’inversion.
L’écriture matricielle de (S1) est

{ Br+2y = 8 ( 3 2 > ( T ) ::< 8 )
Sr+4y = 5 5 4 Y 5
-~ AX:Ll
& X:AflLl

D’aprés I'exercice I, la matrice A est inversible et sa matrice inverse est %

donc

X=A"L &

S1 admet une solution unique {(%, =32)}.

2
— Calculons la solution du systéme (S3) a I’aide de la méthode d’inversion.
L’écriture matricielle de (S2) est

r+y+2z = —4 11 2 x —4
z+2y+z = 6 & 1 21 y | = 6
2 +y+2 = 7 211 z 7

D’apreés 'exercice 111, la matrice B est inversible et sa matrice inverse est }4
donc
x 1 1 1 -3 —4
X=B"1'L, & v == 1 -3 1 6
z B -3 1 1 7
19
y i
Py =25

Sy admet une solution unique {(12, 12, =22)}

— Calculons la solution du (S3) a l'aide de la méthode d’inversion.
L’écriture matricielle du systéme (S3) est

r—2y+3z =1 1 -2 3 x 1

Sr—4y+5z = 3 & 5 —4 5 y | =

Tr—8y+9z = -2 7 -8 9 z -2
& OCX =1Lg

& X=0"1Ls

D’aprés Uexercice I11, la matrice C est inversible et sa matrice inverse est %12

(

4
—10
—12

—6
—12
—6



donc

T 1 4 -6 2 1
X=C"Ly & y | =— | —10 -12 10 3
z —-12 -6 6 —2
2 12
Sy admet une solution unique {(%, %, %}
1 5 —4
— La matrice du systéme (Sy) est D = ( 5 —4 5 |.D’aprés I'exercice 111, la matrice D
1 1

n’est pas inversible.

2. Résolution 'aide de la régle de Cramer
— On a |A| =2 # 0, donc le systéme S est de Cramer et par conséquent il admet une solution
unique.
Calculons |N(z)] et |[N(y)| :

8 2
IN(z)| = ’ - '_32—10_22
3 8
IN(y)| = ’ . - '_15—40_—25
On a alors x = ‘]\(XT)' =2Zety= |]\‘[§T)‘ = =2,
Donc ’ensemble de solutions est :
{<22 —25)}
27 2
On a |B| = —4 # 0, donc le systéme (S2) est de Cramer et par conséquent il admet une

solution unique.

Calculons |N(z)|, |N(y)| et |N(2)] :

4 1 2

IN(z)| = | 6 1 |=-4x1-6x(=1)47x(=3)=-19
7T 1 1
1 -4 2

IN(y)] = |1 6 1|=1x(-1)—1x(-18)+2x (-16)=-15
2 7 1
1 1 —4

IN(z)] = |1 2 6 |=1x8—1x11+2x14=25
2 1 7

On a alors = = u\‘[g” =1 y= “\\C(Bﬁ)l =1 et 2= ‘]\‘[g‘” = =25

Donc I’ensemble de solutions est :

19 15 -25
X={= 2=
(2.5 2%
— On a |C] # 0, donc le systéme (S3) est de Cramer et par conséquent il admet une solution
unique.

Calculons |N(z)|, |N(y)| et |N(2)] :



1 -2 3
IN(z)| = 3 —4 5 |=1x4-3x6-2x2=-18
-2 -8 9
1 1 3
IN(y)] = |5 3 5 |=1x37T—-5x15+7x(—4)=—66
7T -2 9
1 -2 1
IN(z)] = |5 —4 3 |=1x32-5x124+7x(-2)=-42
7T -8 -2
_WN@l _ -18 _3 , _ [NWI| _ =66 _ 11 _ NG| 42 7
Onaalorsm— |CI| —Tw—i,y— ‘CZT —_712—76132'— |CZ| = 33 — 3-
Donc Pensemble de solutions est : X = {(3, 4}, 1)}
— On a |D| = 0, donc on va chercher une sous-matrice d’ordre n —1 = 3 -1 = 2. On a
Al = L5 = —29 # 0, donc on obtient le systéme de Cramer suivant :
5 —4

, r+oy = 244z
(S4>{5x—4y = 5—-52

oll z et y sont les inconnues principales et z est une inconnue non principale. Calculons

IN(@)] et [N(y)| de (5}) :

B 244z 5
IN@I =15 5, 4 '
= —4(2+4z)—5(5—-52)=92—33
1 244z
= (5—52)—5(2+42) = -252—5
On a alors ¢ = Wl — =92433 o INGW| _ 25245
- OJAT T 29 Y="a7T = 29 -

Verifions enfin la derniére équation du systéme (Sy) :
-92+4+33  252+5
_l’_

6 = 6
r+y+=z 59 + 29 z
=54z 4+ 198+ 252 +5+292 @#1
- 29 29
Cette équation n’est pas vérifiée et par conséquent l’ensemble de solutions est ’ensemble vide :
X=0
Remarque : Si on considére le systéme (S5) :
r+by—4z = 2
or —4y+5z = 5
6z +y+ 2 =7

La seule différence entre (S4) et (S5) est le second membre de la troisiéme équation. Donc tout
le calcul qui a été fait pour (S4) reste valide pour (S5) a l'exception de la vérification de la

troisieme équation.

En utilisant x = %:{33 et y = % dans la troisiéme équation de (S5), on a :
—92433 25245
+ + z

brty+z = 6 29

—542 + 198 + 252+ 5+ 292 203 7

29 29
Cette équation est vérifice et par conséquent l'ensemble de solutions de (S5) est :

—92+33 252+ 2
29 29

X ={( ,2) |z €R}



CORRECTION (EXERCICE 5)|

1. La matrice constituée des vecteurs de B’ = {f1, fo, f3} est :

-1 1 1
P = 1 -1 1
1 1 -1
Calculons |P| :
-1 1 1
Pl = | 1 -1 1 |=-1x0-1x(-2)+1x2=4%£0
1 1 -1

Donc B’ forme une base de R3.

2. Les coordonnés du vecteur u dans B sont X = (3,2,1). On veut calculer X’ les coordonnées de
u dans la base B'.
La matrice de passage P est :

-1 1 1 L [0 22
P = 1 -1 1 :>p_121202
11 -1 2 2 0
X' est :
X = P'X

1[0 22 3 6 3

= 71202 2:%0::2

1 5

2 20 1 o 2

DOHCUZ% 1—|—2f2—|—%f3

| CORRECTION (EXERCICE 6)|

1. Calcul du polynome caractéristique
— Soit P4 le polynéme caractéristique de la matrice A

aeta—amy—ae( (3 1) a1 0))

3—)\ 4 o B 2_ o B 2_ 2
‘ 1 3)\‘—(3 A —=4=3-)N)"—-2

= B3-A=2)B-A+2)=(1-N)(5E-2A)

Pa(N)

— Soit Pp le polynéme caractéristique de la matrice B

3 0 -1 100
Pp(\) = det(B)\Ig):det< 2 4 2 -1 010 >
-1 0 3 0 01
3—A 0 -1
= 2 4— A 2
-1 0 3—A
33— -1
- (4_”’ -1 3—)\’
= @=-ME-NE-1N-1
= A= N(B=N2—1) = (4= 122N



2. Les valeurs propres d’une matrice sont les racines de son polynéme caractéristique
— Les racines de P4 sont 1 et 5. Donc les valeurs propres de A sont Ay =1let Ao =5
— Les racines de Pg sont 2 et 4. Donc les valeurs propres de B sont A\ = 2 et Ao = 4 avec A\
une valeur propre simple et Ay est une valeur propre double.

3. Calcul des vecteurs propres associés aux valeurs propres
— Soit Fj le sous-espace propre associé a la valeur propre A\; =1 de A

By ={veR?| (A—\I)v=0}
nekbk < (A—)\lf)vlz(h

- (2 (2)-()

= x1+2x95=0

Ce qui donne une infinité de solutions : x1 = —2xs.
Les vecteurs propres associés a A sont de la forme (—2z2,23), donc E; est engendré par
€] — (*2, 1)

Soit Ey le sous-espace propre associé a la valeur propre Ao =5 de A

Ey={veR?| (A—-XI)v=0}

UEEQ = (A*)\QI)UQIOQ
- (7 5)()-00)
1 —2 To 0
= x1—2x2=0

Ce qui donne une infinité de solutions : x1 = 2xs.

Les vecteurs propres associés a Ao sont de la forme (2x9,xz2), donc Es est engendré par
€9y = (2, 1).
— Soit I} le sous-espace propre associé a la valeur propre simple Ay = 2 de B

Fi={veR®| (B-XM\I)v=0}

veEFl < (B—21)1)1:03

1 0 -1 T 0
= 2 2 2 z2 | =10
-1 0 1 T3 0
1131—55‘3:0
= 2x1 + 229 4+ 223 =0
—x1+x3=0
. { 1 = I3
$2:—2(L'3

Le vecteur propre vy associé a A1 est de la forme (x3, —2x3,x3), donc F; est engendré par
fi=(01,-2,1).
Soit Fy le sous-espace propre associé a la valeur propre double Ao = 4 de B

Fy={veR3| (B—-X\I)v=0}

vy € Fy & (A—4I)U2:03

-1 0 -1 I 0
= 2 0 2 z2 | =10
-1 0 -1 T3 0

—.1‘1—.7}3:0
= 2x1 +2x3 =0
—:L'1—ZE3:0

= {561:—313



Le vecteur propre vg associé & Ay est de la forme (—z3,z2,23), donc F» est engendré par
f2 = (_1707 1) et f3 = (07 1,0)

4. Diagonalisation de A et B.
— La matrice A admet les valeurs propres Ay = 1 et Ao = 5, et les vecteurs propres associés
sont e; = (—2,1) et eg = (2,1).

Soit Py = ( 1

{e1,e2} forme une base R2 et A est diagonalisable. La matrice de passage est P4 et sa

matrice inverse est :
-1 _} 1 -2
Pa=7q\ 1 2

2 :
1 > constituée des vecteurs propres de A. On a |P4| = —4 # 0, donc

Donc
_ 1 0
DA:pAlAPA:<0 5>

— La matrice B admet les valeurs propres \; = 2 et Ay = 4, et les vecteurs propres associés
sont f1 = (1,—-2,1), fo =(—1,0,1) et f3 =(0,1,0)

1 -1 0
Soit P = | —2 0 1 | constituée des vecteurs propres de B. On a |Pg| = —2 # 0,
1 1 0

donc {f1, f2, f3} forme une base R? et B est diagonalisable. La matrice de passage est Pp
et sa matrice inverse est :

L1 0 -1
p§1:—§ 1 0 -1
-2 -2 -2
Donc
2 00
Dp=Pg'BPg=[ 0 4 0
00 4

5. Calcul de A™ et B".
— Ona Dy=P; APy et A= P4DsP;", donc

A" = AAA---AA
—_
n fois

= PuDAP '.PyDAP".PaDAP; - PADsP;'.PsDsP!

n fois
= PaADA(P'.PA)DA(P;'.PA)DaP' - PADA(P'.Pa)Da.Py"
= PaDs.Ds.Dy...Dy.Pyt
= Pa.D%.P;!

- <_12 ?)(1(? 5(31)‘(_111)(_11 j)
- () (4 2)

1 ( —2(1 457 4(1—5) )

4 1-5" —2(1+5")



— Ona Dp=Pg'BPp et B= PgDpPy", donc

B" = B.B.B---B.B
—_—
n fois

= PpDpPg'.PyDpPy'.PpDpPy' - PsDpPy'.PpDpPy*

n fois
= PpDp(Pg'.Pg)Dp(Pz'.Pg)DpPy' -+ PsDp(Pg'.Pg)Dp. Pyt
= PpDp.Dp.Dy...Dp.Pg5!

= Pp.D}.Pgt
1 -1 0 2" 0 0 AU
= (-2 0 1./l 0o 4 0 |(-)| 1 0 -1

1 0 0 0 4r 27\ 9 9 9

o 4n () -2 -2 -2
—QN _Yn 0 —N 4 4n
ontl 9 xgn 2 x qn ontl 9 s yn

1
) o _4n () -1 0 -1
= —— | —ontl 0 4" 1 0 -1
( —N 4 Yn 0 —on _ 4n



