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Chapitre 2 : Applications linéaires

0.1 Définitions et généralités
Définition 0.1.1 Soit p une application quelconque de E dans F :
1. pestinjective si Vu,v € E, p(u) = p(v) = u=v,
ce qui est équivalent a: u # v = p(u) # p(v)
2. pestsurjective si Vv € F,Ju € E tel que v = p(u)
3. p est bijective si et seulement si p est injective et surjective : Vv € F,Jlu € E

tel que v = p(u) (pour tout v de F il existe un u unique de E tel que v = p(u)).
= Exemple 0.1 On considere 1’application f :

p:N — N
n — n+1

e p n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent. En effet il n’existe pas de n € N tel
que p(n) = 0 (si ce n existait ce serait n = —1 ¢ N).
e Par contre p est injective : soient n,n’ € N tels que p(n) = p(n') alorsn+1=n"+1
doncn=rn'.
e Donc p n’est pas bijective car elle n’est pas surjective.
.
Définition 0.1.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels avec (K =R ou C), une
application p de E dans F est linéaire si et seulement si :
o VuetveE: p(u+v)=pu)+pQ)
e VAcKetVucE: p(Au)=Ap(u)
si et seulement si :
o Vuetve EetVA,u € K: p(Au+puv) =Ap(u)+up(v)

= Exemple 0.2 On considere I’application p de R? dans R? :
p:R? —» R?

(x,y) = (x—y4y)
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Montrons que p est une application linéaire. En effet :
o V(x,y)et(x,y) eR2:

p((xy)+ &) = pla+x,y+)y)

(x+x) = (r+y), 40 +Y))
(x=y)+ (' =y), 4y +4)
x—y4y) + (X' =y, 4)

= p(xy)+p,y)

(
=
(

e VA €K, VY(x,y) e R?:

p(A(x,y)) = p(Ax,Ay)
= (Ax—Ay,41y)

= Alr—ndy)
= lp(x,y)

Définition 0.1.3 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et p une application linéaire
de E vers F.

e On dit que p est un endomorphisme si et seulement si £ = F.

e On dit que p est un isomorphisme si et seulement si p est bijective.

e On dit que p est un automorphisme si et seulement si £ = F et p est bijective.

Opérations sur les applications linéaires

Proposition 0.2.1 — Somme de deux applications linéaires. Soient E et F deux
K-espaces vectoriels avec (K =R ou C). Si p; et p; sont deux applications linéaires,
définies de E vers F, alors I’application pj + p;, définie de E vers F par (p; + p2)(u) =
p1(u) + pa(u), est une application linéaire. [

Le principe de cette proposition est : Vu,v € E, VA, u € K :

(p1+p2)(Au+tpv) = pir(Au+pv)+ pa(Au+pv)
= Api(u)+up1(v) +Apa(u) + 1pa(v)
= A(p1(u)+ p2(u)) + 1(p1(v) + p2(v))
= Alp1+p2) () +pu(pr+p2)(v)

Proposition 0.2.2 — Produit d’'une application linéaire par un scalaire. Si p est une
application linéaire de E dans F et & un réel, alors I’application (¢.p) définie de E vers F

par (a.p)(u) = a.p(u) est linéaire. |
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0.3 Image et image réciproque par une application linéaire 5

Le principe de cette proposition est : Vu,v € E, VA, u € K :

(a.p)(Au+puv) = a.p(Au+puv)
= oaA.p(u)+opu.p(v)
= Aap(w)+uap(v)
= A(ap) )+ p(@p)()

Proposition 0.2.3 — Composition de deux applications linéaires. Soient E,F et G
trois K-espaces vectoriels. Si p; est une application linéaire de E dans F et p, une

application linéaire de F dans G, alors 1’application pyop; est une application linéaire de
E dans G. u

Le principe de cette proposition est : Vu,v € E, VA, u € K :

propi(Autpy) = pa(pr(Au+pv))
= pa(Ap1(u)+p.p1(v))
= A.p2(p1(u))+u.pa(p1(v))
= A.propi(u)+u.propi(v))

Théoréme 0.2.4 L’ensemble L(E, F) des applications linéaires définies de E dans F,

muni de 1’addition et de la multiplication par un scalaire est un K-espace vectoriel.

Le principe de ce théoréme est : Vu,v € E, VA, u € K

(p1+p2)(Autpv) = pir(Au+pv)+pa(Au+pv)
= A.pi1(u)+u.pr(v)+A.pa(u)+p.pa(v)
= A.(p1(u)+p2(u)) +p.(p1(v) + p2(v))
= A(p1+p2)(u) +p.(p1+p2)(v)

Image et image réciproque par une application linéaire
Définition 0.3.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et p est une application
linéaire de E dans F.

e Soit A un sous ensemble de E. On appelle I’'image de A par p, notée p(A),

I’ensemble :

P(A) = {p(w)/u€ A} = {v € F/Fuc A: plu) = v}
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e Soit B un sous ensemble de F. On appelle I’'image réciproque de B par p, notée

p~1(B), ’ensemble :

p~'(B) = {u€ E/p(u) € B}

Théoréme 0.3.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et p est une application
linéaire de E dans F.
1. Si A est un sous espace vectoriel de E, alors p(A) est un sous espace vectoriel de
F.
2. Si B est un sous espace vectoriel de F, alors p~!(B) est un sous espace vectoriel
de E.

Théoréme 0.3.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et p est une application
linéaire de E dans F.
e [’image d’un systeme générateur d’un sous espace vectoriel A de E est un systeme
générateur du sous espace vectoriel p(A) de F.
e [’image par p d’un systeme lié est un systeme lié.

e Sil’image par p d’un systeme est libre alors ce systeme est libre.

0.4 Noyau et I'image d’une application linéaire

Définition 0.4.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et p est une application
linéaire de E vers F.
e On appelle le noyau de p, et on note Ker(p) ou encore p~!(0r), I’ensemble des

éléments de E dont I’'image est nulle :
p(0r)={ucE | p(u)=0F}
e Soit p une application de E dans F. On appelle I’image de p, et on note Im(p) :
Im(p) = p(E) ={p(u)/uc E} ={ve F/IuecE:p(u)=v}
= Exemple 0.3 On considere I’application linéaire suivante p :

p:R? - R?
(x,y) — (x+4y,3x+12y)

Déterminons le noyau de p. Cela revient a déterminer (x,y) tel que

p(x,y) = (x+4y,3x+12y) = (0,0)
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0.5 Applications linéaires injectives et surjectives 7

Soit

& x=—4y

x+4y =0
3x+12y = 0

Le noyau est composé de tous les vecteurs de la forme (-4y,y). Le noyau est I’ensemble

des vecteurs de R? engendré par (—4,1) :

ker(p) =vect{(—4,1)}

Théoréme 0.4.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et p est une application

linéaire de E vers F. Le noyau Ker(p) est un sous-espace vectoriel de E.

Le principe de ce théoréme est :
e Ona p(0g) = O0F, donc O € ker(p) = ker(p) #0
e Yu,v € Ker(p), VA,u € K,on a
p(Au+uv) = p(Au)+ p(uv) (car p est linéaire)
= Ap(u)+up(v) (car p est linéaire)
= A.0+u.0=0 (caru,v € ker(p): p(u) =0et p(v) =0)

Ce qui implique que Au+ v € ker(p) . Par conséquent p est un sous-espace vectoriel
de E

Théoréme 0.4.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et p est une application

linaire de E vers F. Im(p) est un sous-espace vectoriel de E.

Théoréme 0.4.3 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et p est une application
linéaire de E vers F. Im(p) est le sous espace vectoriel de F engendré par I'image d’une
base quelconque de E.

Applications linéaires injectives et surjectives

Théoreme 0.5.1 Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension n et m
respectivement et p une application linéaire de E vers F'

e p estinjective si et seulement si Ker(p) = Og

e p est surjective si et seulement si Im(p) = F

e p est bijective, dimE = dimF si et seulement si p est injective si et seulement si p
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est surjective

Corollaire 0.5.2 Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension n et m respective-

ment et p une application linéaire de E vers F.

e Si I’application linéaire p est injective alors dimE < dimF
e Si I’application linéaire p est surjective alors dimE > dimF

e Sil’application linéaire p est bijective alors dimE = dimF

Rang d’une application linéaire

Soit p une application linéaire de E dans F, on vérifie que I’ensemble des images p(E) est

un sous espace vectoriel de F :

e p(E) n’est pas vide : p(Og) =0
o Vv, € p(E) s ug,up € E/p(ul) =vyet p(uz) =vy.
vi+va = p(u)+puz)

(
= plu+u) € p(E)
e VAcRetVv, € p(E):

Juy € E/p(ur) = vy

Avi=A.p(ur)=p(A.uy) € p(E).

Ax +py = Ap(x)+up(y) = p(Ax+ py)

d’ou Ax' + uy' € p(E)

La dimension de p(E) est au plus égale a la dimension de F

Définition 0.6.1 On appelle le rang de I’application linéaire p, la dimension de I’espace
P(E).

rg(p) = dim(Im(p))
= Exemple 0.4 Considérons I’application p telle que

p:]R2 — R2
()C,y) = (X_2y74y_2x)
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Pour déterminer rang de p, on prend la base canonique de E = R? :
B={ej,e2} avec e =(1,0) et e =(0,1)

Ona

Ces deux derniers vecteurs sont liés (p(e2) = —2p(ey)).
Le rang du systeme obtenu S = p(B) = {p(e1),p(e2)} estégal a 1.
Comme les deux vecteurs sont non nuls, en éliminant ’un d’eux, on obtient un systeme

libre . Le rang de I’application linéaire est donc égal a 1 : rg(p) = dim(Im(p)) =1 .

Théoréme 0.6.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension fini. Si p est

une application linéaire de E vers F , alors :

dimE = dimKer(p) + dimIm(p) = dimKer(p) +rg(p)

Théoréme 0.6.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension fini. Si p est
une application linéaire de E vers F, alors :
e p estinjective si et seulement si rg(p) = dimE

e p est surjective si et seulement si rg(p) = dimF

e p est bijective si et seulement si rg(p) = dimE = dimF
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