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Calcul matriciel Les matrices

Les matrices

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d'un
certain nombre de problémes d'algébre linéaire se raméne a des
manipulations sur les matrices. En particulier pour la résolution des
systémes linéaires que nous verrons par la suite.
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Calcul matriciel Les matrices

Les matrices

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d'un
certain nombre de problémes d'algébre linéaire se raméne a des
manipulations sur les matrices. En particulier pour la résolution des
systémes linéaires que nous verrons par la suite.

e Dans ce chapitre, K désigne R ou C.
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Définition 1.1

@ On appelle matrice m x n (ou d’ordre m x n) a coefficients

dans K tout tableau de m lignes et n colonnes d’éléments de
K. L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est

noté M p (K).
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.1
@ On appelle matrice m x n (ou d’ordre m x n) a coefficients
dans K tout tableau de m lignes et n colonnes d’éléments de
K. L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est
noté M p (K).

@ Si m = non dit qu'on a une matrice carrée. L'ensemble des
matrices carrées de taille n a coefficients dans K est noté

M (K).
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Calcul matriciel Les matrices

@ On appelle matrice m x n (ou d’ordre m x n) a coefficients
dans K tout tableau de m lignes et n colonnes d’éléments de
K. L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est
noté M p (K).

@ Si m = non dit qu'on a une matrice carrée. L'ensemble des
matrices carrées de taille n a coefficients dans K est noté
Mi(K).

@ Une matrice n x 1 est appelée vecteur-colonne et une
matrice 1 X n est appelée vecteur-ligne.
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Calcul matriciel Les matrices

@ On appelle matrice m x n (ou d’ordre m x n) a coefficients
dans K tout tableau de m lignes et n colonnes d’éléments de
K. L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est
noté M p (K).

@ Si m = non dit qu'on a une matrice carrée. L'ensemble des
matrices carrées de taille n a coefficients dans K est noté
Mi(K).

@ Une matrice n x 1 est appelée vecteur-colonne et une
matrice 1 X n est appelée vecteur-ligne.

@ On convient de noter a;; I'élément de la matrice situé sur la
i-eme ligne et j-iéme colonne (1 < i< metl <j<n).
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Calcul matriciel Les matrices

@ Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux
crochets :
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Calcul matriciel Les matrices

@ Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux

crochets :
all N = T din
A= an ajj ain
dml ... dmj ... dmn
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Calcul matriciel Les matrices

@ Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux

crochets :
alii e alj e din
A= a:,-l ajj din
dml ... dmj ... dmn
alil c. ayj .- dln
ouA=|ap ... aj ... anl
ami .- amj e amn
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Calcul matriciel Les matrices

@ Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux

crochets :
all N = T din
A= an ajj ain
dml ... dmj ... dmn
alil c. ayj .- dln
ouA=|aj ... aj ... ajp| ol encore A= (aj)i<i<m-
1<j<n
amli --- dmj --- dmn
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Calcul matriciel Les matrices

1
La matrice A= |2 1 —1 | est carrée et d’ordre 3.
1
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Calcul matriciel Les matrices

- Addition de matrices

Définition 1.2

Soient A = (ajj) 1<i<n et B = (bjj) 1<i<n deux matrices m x n, on
_ 1<j<m 1<j<m
définit I'addition des deux matrices A et B par :

A+ B = (aj + bjj)1<i<n-
1<<m
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Calcul matriciel Les matrices

Exemple 1.2

Considérons les matrices

1 -1 3
A=12 1 —1] et
1 0 3
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Calcul matriciel Les matrices

Exemple 1.2

Considérons les matrices

1 -1 3 0 -1 -2
A=12 1 —-1]etB=|1 2 3
1 0 3 1 0 1
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Calcul matriciel Les matrices

Exemple 1.2

Considérons les matrices

1 -1 3 0o -1 -2
A=12 1 -—-1]letB=|1 2 3

1 0 3 1 0 1
Nous avons :
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Calcul matriciel Les matrices

Exemple 1.2
Considérons les matrices
1 -1 3 0 -1
A=|2 1 —-1]etB=|1 2
1 0 3 1 0
Nous avons :
1+0 -1-1 3-2
A+B=[2+1 14+2 —-1-+3
1+1 0+0 3+1

—2
3

Pr. Mounir Boumhamdi
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Calcul matriciel Les matrices

Remarque 1.1

La somme de deux matrices de tailles différentes n’est pas définie.
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.3
-La matrice nulle, que I'on note Op, », est la matrice dont tous les
éléments sont nulles.
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.3

-La matrice nulle, que I'on note Op, », est la matrice dont tous les
éléments sont nulles.

-La matrice opposée d'une matrice A, que I'on note —A. Si

A= (a,'j)lg,'gn anrs —A= (—a,'j)lg,'g,,.
1<j<m 1<j<m
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Calcul matriciel Les matrices

Exemple 1.3

1 -1 3
Soit A=|2 1 -—-1],
1 0 3
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Calcul matriciel Les matrices
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Calcul matriciel Les matrices

Propriété 1.1

Soient A, B et C des matrices de méme ordre, nous avons
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Calcul matriciel Les matrices

Propriété 1.1

Soient A, B et C des matrices de méme ordre, nous avons

e A+ B = B + A (commutativité),
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Calcul matriciel Les matrices

Propriété 1.1

Soient A, B et C des matrices de méme ordre, nous avons

e A+ B = B + A (commutativité),

e A+ (B + C) =(A+ B) + C (associativité).
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.4

- On appelle matrice diagonale toute matrice carrée
D=(d,'j)1§,';j§n telle que i #j= d,'j = 0. Si on note d; = dj;, une
matrice diagonale est de la forme
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.4

- On appelle matrice diagonale toute matrice carrée
D=(d,'j)1§,';j§n telle que i #j= d,'j = 0. Si on note d; = dj;, une
matrice diagonale est de la forme

dg 0 ... 0 0
0 o ... 0 0
Dn = :
0 0 dp1 O
0 O 0 d,
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.4

- On appelle matrice diagonale toute matrice carrée
D=(d,'j)1§,';j§n telle que i #j= d,'j = 0. Si on note d; = dj;, une
matrice diagonale est de la forme

d 0 ... 0 0
0 d ... 0 0
0 0 ... do-1 O
0o 0 ... 0 dn

On la note Diag(di, d2, . .., dp).
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.4

- On appelle matrice diagonale toute matrice carrée
D=(d,'j)1§,';j§n telle que i #j= d,'j = 0. Si on note d; = dj;, une
matrice diagonale est de la forme

d 0 ... 0 0
0 d ... 0 0
0 0 ... do-1 O
0o 0 ... 0 dn

On la note Diag(di, d2, . .., dp).

- La matrice identité d’ordre n, notée I,, est la matrice diagonale
Diag(1,1,...,1).
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.5

Soit A = (ajj)1<i;j<n Une matrice carrée.
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.5

Soit A = (ajj)1<i;j<n Une matrice carrée.

On dit que A est triangulaire supérieure (resp. inférieure) si
i>j=aj=0 (resp.si i <j= a;=0).
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Calcul matriciel Les matrices

Définition 1.5

Soit A = (ajj)1<i;j<n Une matrice carrée.

On dit que A est triangulaire supérieure (resp. inférieure) si
i>j=aj=0 (resp.si i <j= a;=0).

Remarque 1.2

Toute matrice triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure est
une matrice diagonale.
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Calcul matriciel Les matrices

- Produit d'une matrice par un scalaire

Définition 1.6
i<n une matrice m X net A € K,

soient A = (a,'j)lg,gn
1<i<m
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Calcul matriciel Les matrices

- Produit d'une matrice par un scalaire

Définition 1.6

soient A = (ajj)1<i<n une matrice m x n et X € K, on définit le
1<i<m
produit d’'une matrice par un scalaire par
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Calcul matriciel Les matrices

- Produit d'une matrice par un scalaire

Définition 1.6

soient A = (ajj)1<i<n une matrice m x n et X € K, on définit le
1<i<m
produit d’'une matrice par un scalaire par

ANA = ()\au)

1<i<n-
1<<m
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Calcul matriciel Les matrices

Exemple 1.4

1 -1 3
Soient A=[2 1 —-1]etl= %
1 0 3
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Exemple 1.4

1 -1 3
Soient A=|2 1 —1|etA=30na
2
3

1 0 3
2x1 2x-1 2x3 2 2 9
a3 2 2’ _[1 22
C=)\A= 3><2 3><1 3 xX—-1]|= 3 3 3
sx1 £x0 2x3 s 0 2
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Exemple 1.4
1 -1 3

Soient A=|2 1 —1|etA=30na
1 0 3
§><1 Zx-1 2x3 % -2 2
C=)\A= §><2 %xl 2% 1=§ 2 -2
sx1 £x0 2x3 s 0 2

Propriété 1.2
Soient A et B deux matrices de méme ordre et A € K un scalaire,
on a
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Calcul matriciel Les matrices

Exemple 1.4
1 -1 3

Soient A=|2 1 —1|etA=30na
1 0 3
§><1 Zx-1 2x3 % -2 2
C=)\A= §><2 %xl 2% 1=§ 2 -2
sx1 £x0 2x3 s 0 2

Propriété 1.2

Soient A et B deux matrices de méme ordre et A\ € K un scalaire,
on a

AMA+ B) = XA+ AB  (distributivité).
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Calcul matriciel Les matrices

- Produit de matrices

Définition 1.7

Soient A = (ajk)1<i<m une matrice m x p et B = (byj)1<k<p une
1<k<p 1<j<n

matrice p X n,
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Calcul matriciel Les matrices

- Produit de matrices

Définition 1.7
Soient A = (ajk)1<i<m une matrice m x p et B = (byj)1<k<p une

1§k§_p 1<j<n
matrice p X n,on définit le produit des matrices A et B par
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Calcul matriciel Les matrices

- Produit de matrices

Définition 1.7
Soient A = (ajk)1<i<m une matrice m x p et B = (byj)1<k<p une

1§k§_p 1<j<n
matrice p X n,on définit le produit des matrices A et B par

p
AXx B = Za,-kbkj y
k=1

A
S
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Calcul matriciel Les matrices

- Produit de matrices

Définition 1.7
Soient A = (ajk)1<i<m une matrice m x p et B = (byj)1<k<p une

1§k§_p 1<j<n
matrice p X n,on définit le produit des matrices A et B par

p
AXx B = Za,-kbkj y
k=1

A
S

qui est une matrice m x n.
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Calcul matriciel Les matrices

- Produit de matrices

Définition 1.7
Soient A = (ajk)1<i<m une matrice m x p et B = (byj)1<k<p une

1§k§_p 1<j<n
matrice p X n,on définit le produit des matrices A et B par

p
AXx B = Za,-kbkj y
k=1

A
S

qui est une matrice m x n.
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Exemple 1.5

1 -1 3
Considérons les deux matrices A=[2 1 —1] et
1 0 3
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Exemple 1.5

1 -1 3
Considérons les deux matrices A=|2 1 —1| et
1 0 3
2 -1
B=|1 0
0 1
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Exemple 1.5

1 -1 3
Considérons les deux matrices A=|2 1 —1| et
1 0 3
2 -1
B=|1 0
0 1

- La matrice A est d'ordre 3 x 3 et la matrice B est d'ordre 3 x 2,
donc la matrice A x B est d’ordre 3 x 2.
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Exemple 1.5

1 -1 3
Considérons les deux matrices A=|2 1 —1| et
1 0 3
2 -1
B=|1 0
0 1

- La matrice A est d'ordre 3 x 3 et la matrice B est d'ordre 3 x 2,
donc la matrice A x B est d’ordre 3 x 2.
-Ona
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Exemple 1.5

1 -1 3
Considérons les deux matrices A=|2 1 —1| et
1 0 3
2 -1
B=|1 0
0 1

- La matrice A est d'ordre 3 x 3 et la matrice B est d'ordre 3 x 2,
donc la matrice A x B est d’ordre 3 x 2.
-Ona

1x2—-1x14+3x%x0 1x-14+0x1+3x1
AxB=|2x2+1x1—-1x0 2x—-1+1x0-1x1
1x24+0x1+3x%x0 I1x-14+0x0+3x1

1 2
=|5 -3
2 -2
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Calcul matriciel Les matrices

Propriété 1.3

Soient A € M n(K), B € M, ,(K) et C € M, 4(K),
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Calcul matriciel Les matrices

Propriété 1.3

Soient A € M, 1(K), B € M, ,(K) et C € M, 4(K),alors
*Ax (B x C)=(Ax B) x C (associativité),
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Calcul matriciel Les matrices

Propriété 1.3

Soient A € M, 1(K), B € M, ,(K) et C € M, 4(K),alors
*Ax (B x C)=(Ax B) x C (associativité),

*AXx (B+ C)=Ax B+ Ax C (distributivité).
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Calcul matriciel Les matrices

Propriété 1.3

Soient A € M, 1(K), B € M, ,(K) et C € M, 4(K),alors
*Ax (B x C)=(Ax B) x C (associativité),

*AXx (B+ C)=Ax B+ Ax C (distributivité).

e SiAc Mpy,(K)alors Ax I, =1, x A= A.
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Calcul matriciel Les matrices

Propriété 1.3

Soient A € M, 1(K), B € M, ,(K) et C € M, 4(K),alors
*Ax (B x C)=(Ax B) x C (associativité),

*AXx (B+ C)=Ax B+ Ax C (distributivité).

e SiAc Mpy,(K)alors Ax I, =1, x A= A.

Remarque 1.3

On a généralement

AxB#BxA
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